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第 22 讲：静力学平衡 

 静力学平衡是只一个力学体系各部分都保持静止的状态。或者说体系的总动

能为零 

𝑇𝑡𝑜𝑡 = 0 

经常也会遇到其他的平衡模式，比如一条稳定流速不变的河流，也可以称为平衡，

但这种平衡是动态的。 

一个体系要处于静力学平衡状态，首先其初态是体系各部分速度为零，或总

动能为零；其次体系的受力状态是使得体系的运动状态不发生改变。对于质点来

说就是合力为零。而对于一个刚体来说，其运动可以分解成质心的运动和相对于

质心的转动 

𝑀
𝑑𝑣⃗𝑐

𝑑𝑡
= ∑ 𝐹⃗𝑖

(𝑒)
        𝑀

𝑑𝐿⃗⃗𝑐

𝑑𝑡
= ∑ 𝑟𝑖 × 𝐹⃗𝑖

(𝑒)

𝑖𝑖

 

因此刚体的质心无加速度，体系也无相对于质心的转动就是体系是处于平衡的基

本条件了。也就是体系受到的合外力和合外力矩为零 

𝐹⃗(𝑒) = 0       𝜏(𝑒) = 0 

例如如图所示的杠杆体系，两个质量分别为𝑚1, 𝑚2的重物放

在一个轻质杠杆的两边，位置分别在距离支点𝑙1, 𝑙2的地方。

如果体系要达到平衡，则合力为零为 

𝐹 − 𝑚1𝑔 − 𝑚2𝑔 = 0 

合力矩为零为 

𝑚1𝑔𝑙1 − 𝑚2𝑔𝑙2 = 0 

需要注意的是这些平衡条件只能保证体系没有质心加速度和转动角加速度，不能

保证体系一定处于静止状态。因此要判断一个体系处于静止，除了平衡条件外还



需要知道初始状态。 

 除了从力和力矩的角度来讨论平衡之外，还经常从能量的角度来进行讨论。

对于机械能守恒的体系，其机械能为 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

在平衡态动能为零𝑇 = 0，而要体系维持在动能为零的情况下，只有势能是极值

点的情况，也就是说要满足 

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= 0 

这里的𝑥可以是各类可能的参数或坐标。对于不同的参数，上式可能代表不同的

物理意义。例如对于弹簧，其势能为𝑉 =
1

2
𝑘𝑥2，其变化率

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= 𝑘𝑥对应于弹力；

而对于单摆，其势能为𝑉 = −𝑚𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃，其变化率
𝑑𝑉

𝑑𝜃
= 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃对应于力矩。因

此势能的变化率为零涵盖了合力为零、合力矩为零的情况。在更广泛的物理体系

中，它还会有其他的物理意义。所以用能量来讨论物理体系的平衡有更一般的适

应性。 

 势能的变化率为零这一条件给出了体系的平衡点，但同样是平衡，还会有不

同的其他特性。比如在碗底放一个滚珠，它可以达到平衡，如果对这个滚珠施加

微扰，把它拨离平衡位置少许，它仅会在平衡位置附近运动，不会跑的更远。而

如果把滚珠放在倒扣的半球体顶端，它也能达到平衡，但是少许的微扰就会使得

滚珠从球面上滚下去，不再回来。也就是说有不同的平衡状态，前一种被称为稳

定平衡，而后一种被称为不稳定平衡。 

 从能量的角度来说，稳定平衡对应于势能的极小值，如图

中的𝑥2点。当体系能量为𝐸2时，体系达到了平衡。当施加微扰

后体系的能量略有增加，于是具有了动能，但此时的体系是处

于束缚态之中，只能在𝑥2点附近有限的空间中运动，属于稳定

平衡。当体系能量为𝐸1时，可以看到𝑥1是平衡点，但当施加微扰后，体系能量增

加变成自由态，因此体系将远离平衡态。 

 下图是稳定平衡的一个例子，一个如图形状的刚体靠一个支点悬挂起来。其

势能为 

𝑉 = −𝑚𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃 



从势能图里看到当𝜃为零时势能极小，为稳定平衡点 

 下图则为不稳定平衡的一个例子，一根细棍竖直放置在地面上。其势能为 

𝑉 =
1

2
𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 

当𝜃为𝜋/2时势能极大，为不稳定平衡点 

 对于类似这两个例子的物理体系，可以看到其质心在平衡点和非平衡点的相

对位置决定了体系的稳定性。若非平衡点处质心的位置高于平衡点质心位置则为

稳定平衡，反之则为非稳定平衡，这也是因为质心位置的高低决定了重力势能大

小的缘故。常见的玩具不倒翁就是调整了玩具中的质量分布，使得不倒翁倾斜时

质心位置变高，从而其平衡成为稳定平衡。 

 势能极小作为平衡条件在许多复杂的物理体系中会使得处理问题变得相对

简单。比如在讨论一根两端固定的绳子或者一座吊桥的形状，亦或是一个肥皂泡

的形状这样的问题时，从力的平衡来进行分析会非常复杂。而从能量的角度来看

就简化了。在数学上这对应着如何计算所谓泛函极小的问题。 

【例】如图所示，一弹性系数为𝑘，原长𝑙，质量为𝑚的均匀弹簧套在一个半

顶角为𝛼的光滑圆锥体上，平衡时其位置距离圆锥体的顶端的高度

差ℎ是多少？ 

这一问题从受力分析的角度看比较复杂，从能量角度处理就

简单的多。该体系有两个势能： 弹簧的重力势能和弹性势能。当

高度差为时ℎ，以椎体的顶端为势能零点，重力势能为 

𝑉𝑔 = −𝑚𝑔ℎ 



此时弹簧的弹性势能为 

𝑉𝑠 =
1

2
𝑘(2𝜋ℎ tan 𝛼 − 𝑙)2 

平衡条件为 

𝑑𝑉

𝑑ℎ
=

𝑑(𝑉𝑔 + 𝑉𝑠)

𝑑ℎ
= −𝑚𝑔 + 𝑘(2𝜋ℎ tan 𝛼 − 𝑙)2𝜋 tan 𝛼 = 0 

则 

ℎ =
1

2𝜋 tan 𝛼
(𝑙 +

𝑚𝑔

2𝜋𝑘 tan 𝛼
) 

  

虚功原理 

另外一种常用来计算平衡问题的方法称为虚功原

理。对于一个受束缚的体系，在某一个时刻，假设此

时体系在束缚的约束下不花费时间可以做一个微小

的位移的话，则称此位移为虚位移。例如右图所示，

一个质点被约束在一个弯曲的曲面上运动，而曲面本

身也在做着某种运动。在某个时刻，曲面处于图示实

线位置，dt 之后曲面处于图示虚线位置，而此时质点

沿曲面移动到另外一点。那么图中的𝑑𝑟为实际位移。而虚位移是假设曲面保持

实线位置不动，让质点在束缚下做一个位移，由于质点是被束缚在曲面上的，因

此它可以沿曲面向上，也可以沿曲面向下，那么图示中的两个𝛿𝑟都可以是虚位移。

可以看到虚位移和实际位移是不一样的。如果计算一下力在虚位移下做的功，则

称为虚功 

𝛿𝑊 = 𝐹⃗ ⋅ 𝛿𝑟 

虚功不是力真实做的功，只是一种假想的功。在很多时候约束力所做的总虚功为

零，这种约束被称为理想约束 

∑ 𝐹⃗𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑡𝑖
⋅ 𝛿𝑟𝑖

𝑖

= 0 

理想约束是常见的，比如在约束在一个光滑斜面上，约束力是和斜面垂直的，也

就是和虚位移垂直的，因此其虚功为零。 

将质点受到的力分为约束力𝐹⃗𝑐𝑖和其他的力𝐹⃗𝑖，则总虚功为 



𝛿𝑊 = ∑(𝐹⃗𝑖 + 𝐹⃗𝑐𝑖) ⋅ 𝛿𝑟𝑖

𝑖

 

如果约束是理想约束，则 

∑ 𝐹⃗𝑐𝑖 ⋅ 𝛿𝑟𝑖

𝑖

= 0 

当体系处于平衡时，其中每一个质点受到的合力都为零，也就是 

𝐹⃗𝑖 + 𝐹⃗𝑐𝑖 = 0 

那么总虚功自然为零，在利用理想约束所满足的方程，于是可以得到静力学平衡

条件 

∑ 𝐹⃗𝑖 ⋅ 𝛿𝑟𝑖

𝑖

= 0 

也就是说理想约束下，非约束力的总虚功为零就是体系的平衡条件。这就是虚功

原理。虚功原理的优势在于可以不用考虑体系的约束力，在很多时候体系的约束

力事先并不知道其大小，因此回避了约束力会给计算带来很大便利。 

【例】如图所示，一长度为𝑙1质量为𝑚1的硬杆一端悬挂在可

光滑转动的固定点，另一端连接在一长度为𝑙2质量为𝑚2的硬

杆上，两杆之间也可以光滑转动。在第二根杆的另外一个端

点施加一水平方向的力𝐹⃗，则当体系平衡时，两杆与竖直方

向的夹角𝜃1, 𝜃2分别是多少？ 

 利用虚功原理可得平衡条件为 

𝑚1𝑔⃗ ⋅ 𝛿𝑟1 + 𝑚2𝑔⃗ ⋅ 𝛿𝑟2 + 𝐹⃗ ⋅ 𝛿𝑟3 = 0 

其中𝛿𝑟1, 𝛿𝑟2, 𝛿𝑟3分别为三个着力点的位移，着力点的坐标分别为 

𝑟1 =
𝑙1

2
sin 𝜃1𝑖 +

𝑙1

2
cos 𝜃1 𝑗 

𝑟2 = 𝑙1 sin 𝜃1 𝑖 + 𝑙1 cos 𝜃1 𝑗 +
𝑙2

2
sin 𝜃2 𝑖 +

𝑙2

2
cos 𝜃2 𝑗 

𝑟3 = 𝑙1 sin 𝜃1 𝑖 + 𝑙1 cos 𝜃1 𝑗 + 𝑙2 sin 𝜃2 𝑖 + 𝑙1cos𝜃2𝑗 

则虚位移分别为 

𝛿𝑟1 = −
𝑙1

2
cos 𝜃1 𝛿𝜃1𝑖 +

𝑙1

2
sin 𝜃1𝛿𝜃1 𝑗 



𝛿𝑟2 = − 𝑙1cos 𝜃1 𝛿𝜃1𝑖 + 𝑙1sin 𝜃1𝛿𝜃1 𝑗 −
𝑙2

2
cos 𝜃2 𝛿𝜃2𝑖 +

𝑙2

2
sin 𝜃2𝛿𝜃2 𝑗 

𝛿𝑟3 = − 𝑙1cos 𝜃1 𝛿𝜃1𝑖 + 𝑙1sin 𝜃1𝛿𝜃1 𝑗 − 𝑙2cos 𝜃2 𝛿𝜃2𝑖 + 𝑙2sin 𝜃2𝛿𝜃2 𝑗 

注意到 

𝑔⃗ = 𝑔𝑗        𝐹⃗ = 𝐹𝑖 

则虚功为 

𝛿𝑊 = (−
𝑚1𝑔𝑙1

2
𝑠𝑖𝑛𝜃1 − 𝑚2𝑔𝑙1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝐹𝑙1𝑐𝑜𝑠𝜃1) 𝛿𝜃1

+ (𝐹𝑙2𝑐𝑜𝑠𝜃2 −
𝑚2𝑔𝑙2

2
𝑠𝑖𝑛𝜃2) 𝛿𝜃2 

由于虚位移𝛿𝜃1，𝛿𝜃2 是体系在满足约束下的位移，这两个虚位移之间是相互独

立的，其大小也是任意的，因此欲满足虚功为零δ𝑊 = 0，只有 

−
𝑚1𝑔𝑙1

2
𝑠𝑖𝑛𝜃1 − 𝑚2𝑔𝑙1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝐹𝑙1𝑐𝑜𝑠𝜃1 = 0 

𝐹𝑙2𝑐𝑜𝑠𝜃2 −
𝑚2𝑔𝑙2

2
𝑠𝑖𝑛𝜃2 = 0 

解得 

tan 𝜃1 =
2𝐹

(𝑚1 + 2𝑚2)𝑔
 

tan 𝜃2 =
2𝐹

𝑚2𝑔
                  

 


